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AP15 — APPLICATIONS DIFFERENTIABLES DEFINIES SUR UN OUVERT
DE R". EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Dans toute cette lecon, on considére F et F' deux
espaces vectoriels normés de dimension finie, £ = R"
et F =2 R"™. U et V seront des ouverts respectifs de F
et F.

1 Applications différentiables et
applications C'-différentiables

1.1 Notion de différentielle

Définition 1.1 (Différentiabilité) Soit H: U — F
une application et a € U fixé. Alors, l'application H
sera dite différentiable au point a s’il existe une appli-
cation linéaire L : E — F telle que

H(z) = H(a) + L(z — a) + 0a([lx — al])

i.€.

lim H(z)— H(a) — L(z — a) — T,
st Jo—al

Proposition 1.2 Si H est différentiable en a € U
alors

1) Dapplication linéaire L est unique. On la notera
dans la suite DH(a).

2) H est continue au point a.

REMARQUE — L’application linéaire DH (a) est conti-
nue dans notre cadre (dimension finie). De plus comme
toute les normes sont équivalentes, la valeur de DH (a)
ne dépend pas des normes choisies sur F et F. &

Exemple 1 Soit H : R? — R%(z,y) — (z + y,zy).
Déterminer DH (ay,as)(vi,vs).

Proposition 1.3 Si lapplication H s’écrit H : © —
H(z) = (Hi(z), - ,Hp(z)) alors
H est différentiable en a

Vi € [1,n] les applications H; sont dérivables en a

1.2 Dérivée directionnelle, dérivée par-
tielle

On considére E; un s.e.vde F et Uy :={v € F; :
a+veU}.

Définition 1.4 (Dérivée directionnelle) On  dit
que H est différentiable au point a dans la direction
de Fy si Uapplication

soit différentiable a l'origine. La différentielle de H en
a dans la direction de E; est une application linéaire
de E1 dans F'.

Considérons le cas o £ = R™ doté de la base ca-
nonique {e1,--- ,ey}. Soit i € [1,n] alors on définit la
i-eme dérivée partielle de H au point a comme la dé-
rivée de H en a dans la direction de ¢;. Elle sera notée
&H(a) e F.

Proposition 1.5 Soit i € [1,n]. Si H est différen-
tiable au point a € U C E = R", alors la i-éme dérivée
partielle en a, 0;H (a) existe et on a

0iH (a) = (DH(a))(e;)

et donec si h = (hy,--- ,h,) € E, on a

n

DH(a)(h) =) hi(DH(a))(e:)-

i=1

REMARQUE — La réciproque est fausse comme le
montre le contre-exemple

H: RQ — R
— o) = ;52%2 (z,) # (0,0)
- o { 0 (z,y) = (0,0)
¢

1.3 Différentielle et opérations, pro-
priétés des différentielles

Proposition 1.6 Soient H, et Hy deux applications
de U dans F toutes deux différentiables en a. Alors,

1) Hy + Hy est différentiable en a et D(H; +
HQ)(CL) = DHl(a) + DHQ(CL) 5

2) pour tout A € R, NH; est différentiable en a et
D(MH;)(a) = A\DH;(a).

Proposition 1.7 (Différentielle de la composée)
Soient E, F et G des R-e.v.n., U,V des ouverts respec-
tifsde B etFetH:UCFE—-FetK:VCF—-G
deuz applications vérifiant H(U) € V. Si H est diffé-
rentiable en a € U et K différentiable en H(a), alors
Ho K :U — G est différentiable en a et on a

D(HoK)(a) =DH(K(a))o DK(a) € L(E,Q).
Proposition 1.8 Soit H : E1 X EF5 — F une ap-

plication bilinéaire. Alors, quels que soient (a1,as) €
E; X Ey et (v1,v2) € Ey X E3 on a

(DH(CLl, ag))(vl, Ug) = H(ah’l)g) + H(Ul,ag).



Corollaire 1.9 Soit Hi,H, : U C E — F différen-
tiables. Alors, sia € U etv € E, on a

(D(H1Hs)(a)).vw = (DH;(a).v)Hsy(a)+Hy(a)(DHs(a).v)

1.4 Applications C!-différentiables et
formule de la moyenne

Définition 1.10 On dit que H est de classe C' sur
U si, quel que soit a € U, H est différentiable en a et
que Uapplication

DH: U —

est continue.

Théoréme 1.11 H : U C E — F est de classe C!
sur U si et seulement si quel que soit i € [1,m], les
applications

U F
x (DH(x)).e; = 0;H(x)

-
—
ezistent et sont continues sur U.

Théoréme 1.12 Soit H : U C E — F, ou E et F
sont deux e.v.n. et U un ouwvert de E. Soit (a,b) € U?
tel que le segment [a,b] soit inclus dans U. Si H est
continue sur [a,b], différentiable en tout point de ]a,b|

et s’il existe M > 0 tel que || DH(c)||| < M pour tout
¢ €la,b|, alors

[H(b) — H(a)|| < M|[b—al|.
Corollaire 1.13 Soit U C E ouvert connexe. Si

quel que soit a € U, DH(a) = 0 € L(E,F) alors
H :U — F est constante.

Corollaire 1.14 Soit U un ouvert convexe de E. On
suppose qu’il existe M > 0 tel que

Ve eU |DH(z)|| < M
alors H est M -lipschitzienne i.e.

Ve,yeU  |[H(z) - H(y)| < Mllz -y

2 Différentielle d’ordre supé-
rieures, formules de Taylor

2.1

Définition 2.1 Soit H : U C E — F est dite de
classe C? si Uapplication DH : U — L(E, F) est de
classe C*. Dans ce cas,

Différentielle seconde

D?H:=D(DH): U — L(E,L(E,F))=L(E x E,;jl

D?H(a)

a [d

Biblio : Rouviére, Donato, Avez

Proposition 2.2 Soit H:U C E — F avec dim FE =
m, dim F = n. H est de classe C? sur U si et seule-
ment si

' 1) Vie[1,m],Vk € [1,n],0;Hy, : U — R exziste

2) Vi,j € 1,m],Vk € [1,n],0;(0;Hx) : U — R
existe et est continue.

Proposition 2.3 (Lemme de Schwarz) Soit H
UCE — F de classe C? alors Va € U,Yv,w € E,

D?H(a)(v,w) = D*H(a)(w,v)

VYa € U,Yi,j, 0;(0;H)(a) = 0;(0:H)(a).

2.2 Différentielle multiple et formules
de Taylor

Définition 2.4 Soit H : U C E — F. H est dite de
classe C* si DH est de classe C*~1. H est de classe
C° si H est continue. Enfin, Uapplication H est dite
de classe C> si H € (), C*(U, F).

Proposition 2.5 (Taylor avec reste intégral)
Soit H : U C E — F de classe C*. Alors, pour
touta €U eta+helU

H(a+h)=H(a)+ DH(a)v+---
1
(k—1)!

+ D*'H(a)(v,...,v)

#1_k_1ka IR
+%—MA“ OF DR H (a+ th) (v, ... ).

Proposition 2.6 (Taylor-Young) Soit H : U C
E — F de classe C*. Alors, pour tout a € U et
a+helU
H(a+h)=H(a)+ DH(a)v+ ---
1
+ EDkH(a)(Ua v ,U) + 0<||UHk)

3 Application a la recherche
d’extrema dans le cas des fonc-
tions a valeurs réelles

Extrema locaux

3.2 Extrema liés



